LK Mathematik * K13 * Logarithmus und Exponentialfunktionen

mit ke R™.

1. Gegeben ist die Schar reeller Funktionen f, : x = o o1
et +

a) Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge Dy und untersuchen Sie das Verhalten

von fi(x) an den Réndern des Definitionsbereichs.

b) Untersuchen Sie fx auf Monotonie und geben Sie die Wertemenge Wy an.
2 X
[Zur Kontrolle: f, (x) = Lez ]
(k-e*+1)

c¢) Begriinden Sie, dass fi fiir jedes ke R™ umkehrbar ist und ermitteln Sie fk'l(x).

[Zur Kontrolle: fk_l(x) = ln(Zkk; Xj ]

d) Der Punkt Q(k/-Ink) ist Symmetriepunkt des Graphen von fi' .
Weisen Sie dies nach und geben Sie den Symmetriepunkt Py des Graphen von fi an.
Die Symmetriepunkte Py liegen auf einer Kurve c. Berechnen Sie deren Gleichung.

(Quelle: Abi1992/1)

2. Gegeben ist die Funktion f: x > x-(1-1In x)2 mit xe R*

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f. Ermitteln Sie Art und Lage der Extrempunkte
von Gi. [Zur Kontrolle: f,(x) = (Inx)*—1 ]

b) Zeigen Sie, dass Gy genau einen Wendepunkt hat und dass die Wendetangente die
Gleichung y =2 —x besitzt.

¢) Untersuchen Sie das Verhalten von f(x) und f “(x) fir x -0 und x > .
Geben Sie den Wertebereich Wy an.

d) Berechnen Sie f(2) und f(4) auf 2 Dezimalen genau.

Skizzieren Sie Gy im Bereich 0 <x <4 . Tragen Sie auch die Wendetangente ein.

2
X

e) Zeigen Sie, dass F: x 7{% —3Inx + (In x)z} mit x€ D, eine Stammfunktion

von f ist.
f) Berechnen Sie den Inhalt des endlichen Flidchenstiicks, das Gy, die Wendetangente und
die x-Achse im Bereich x = 1 begrenzen.

(Quelle: Abi 1993 /1I)

3. Die Ausbreitungsflidche einer Bakterienkultur wird ndherungsweise durch die Funktion

b, (t)=1- a ( Zeit t=0) beschrieben. Die Flache wird dabei in dm? gemessen.

a+e’

Nach 10 Tagen nimmt die Bakterienkultur die Fldache 0,75 dm? ein.

a) Bestimmen Sie den Wert des Parameters a fiir diese
Versuchsbedingungen.

b) Zu welchem Zeitpunkt nahm die Kultur eine Fldche
vom Inhalt 0,1 dm? ein?




LK Mathematik * K13 * Logarithmus und Exponentialfunktionen * Losungen

l.a) D,=R und Ilim f (x)=0 wund lirp f (x) =2k

b) f,(0) =2k-(k-e+1) = £,x) = 2k-(-D)-(k-e* +1)  -ke* = SO
(k-e*+1)

—2k’e"
(k-e*+1)
Wegen der Grenzwerte aus la) folgt damit fiir die Wertemenge Wy = ]0; 2k [.

> <0 fiir alle xeR,d.h. fi iststreng monoton fallend.

£ x) =

c) Als streng monoton fallende Funktion ist fy umkehrbar.

£ X:kzyk < ketl1=2 o ke =2X_
e’ + X X
e’ = ZE_X y=fk‘1(x)=ln(211i_xj mit xe W, = 0;2k[
X - X

d) Qk(k 5 _lnk) = Qk (XQ ;YQ)
Die genannte Symmetrie gilt genau dann, wenn folgende Gleichung erfiillt ist:
Yo~ fk_l(XQ+ X)= fk_l(XQ— X)=y, © fk_l(XQ— X)+ fk‘l(xQ+ X)=2y, ©
f. (k= x)+f '(k+ x)=2-(=Ink) ; berechne nun die linke Seite dieser Gleichung :
2k —(k—x) o 2k—(k+x) | _
k(k—x) k(k+x)
— k+ (k-
e Keox ) (REX) ) ey - k= rechie Seite
k(k—x) k(k+x) k™ (k—x)-(k+x)
Symmetriepunkt Py (xp;yp) = Pu(yq;Xq) = (-Ink/k)
yp=c(Xp) =k und x,=-Ink=k=e" dh c(x,)=e" also
c(x)=e* mit xe R, denn x,=—Ink nimmt fir ke R" alle Werte aus R an.

fk_l(k— X)+ fk_l(k+ X)= ln(

2. a) Nullstellen: 0=x-(1-Inx)’ = Inx=1& x,=¢

£ = (1=Inx) + x-2-(1-Inx)-—- = (1=Inx)* = 2-(1=Inx) =
X

(I-Inx)-(-1-Inx) = -1+ (lnx)2

f(x)= 0 (Inx)'=1 Inx=*1 < x,=e¢ bzw. xzze_lzl
e

f ‘(x) dndert bei x; das Vorzeichen von - auf + und
f “(x) dndert bei x, das Vorzeichen von + auf - , d.h.
TIP(e;0) und HOP(l;i)

e e

b) 70 =2 (Inx) L= 20X fe=0 o Inx=0 o x,=1
X X

Da f “(x) bei x3 das Vorzeichen (von - auf +) dndert, liegt bei W(1/1) ein
Wendepunkt vor.

f’(1)= -1 also gilt fiir die Wendetangente: y=-x+t ; mit (1/1) eingesetzt folgt
t=2 und damit y=-x+2.



¢) lim f(x)="co-(—00)" = —c0 und

1
_ 2 oo 1'Hosp. 2'(1—111)()'* _
N 5 L e (S
x50 x50 X oo <550 —X o —X
oo IHosp. '
n__mn llm =) = llm(—X) — O
b x:>0+X X;O

lim f(x)=lim (Inx)’~1=oc0 und lim f(x)=lim(Inx)’-1= oo
X Xoee x:>0 x;O

und damit W, =[0; oo

d)

e) F(x) = %{% - 3lnx + (lnx)z} =

2
F'(x) = x{é —3Inx + (lnx)z} + X—[—E + ZIHX} =
2 2 X X

2,5x = 3xInx + x(Inx)’ = L,5x + xInx = x — 2xInx + x(Inx)* =

x-(1=2Inx + (Inx)*) =x-(I1-Inx)* =f(x) ; also ist Feine Stammfunktion von f.

¢ : x* (5 N 1
f) Jl'f(x) dx — [—x+2dx = {7(5—3111“(1“) H - =

1 1

[0,5e2(2,5— 3+1)-0,5(2,5 —0+0)] - 0,5=0,25¢>-1,75 = 0,097

3. a) Wihlt man als Einheit fiir t Tage, so gilt:

a 1 20
b 10)=0,751-— =07 — = & ate =4a &
. 10) a+e’’? 4 a+e”

20
a=S_~1617-10°

3

b) b,(N=0,1 & 1-—— =0l 0,9=—— ¢ 0,9-a+0,9> =a &
a+e a+e
8
0,9¢>' =012 < e*t=2 (:)thln(ij o =t OO ¢ s
9 9 2 9

Nach 8,35 Tagen war die Ausbreitungsfliche 0,10 dm? groB.



