1. Klausur im LK Mathematik * K13 * 14.11.2007

1. Anton und Berta vereinbaren folgendes Spiel.
In einer Urne befinden sich drei Kugeln mit den Aufschriften 1, 2 und 3.
Anton zieht hintereinander mit Zuriicklegen zwei Kugeln und erhéalt von BertaathskP
der beiden Zahlen in Euro ausgezahlt. Anton zahlt einen Spieleinsatz von 4 € an Berta.

a) Handelt es sich um ein faires Spiel? (Begrtindung mit Hilfe einer Rechnung!

b) Bestimmen Sie fur die Zufallsgrof3e X = ,Reingewinn von Anton* die Vianad
die Standardabweichung.

c) Wie oft muss Anton das Spiel durchfiihren, damit sich sein durchschnittlicher
Reingewinn mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% um weniger als 0,50 €
vom Erwartungswert unterscheidet? (Abschéatzung mit Tschebyschow)

2. Integrierte Schaltungen (ICs) werden auf so genannten Wafern (flache 8theibe
hergestellt. Eine Maschine produziert pro Wafer 200 ICs mit einem Aussacieis
von 15%.
Eine zweite Maschine kann mit Hilfe eines geeigneten Tests fetiket@afmit einer
Wahrscheinlichkeit von 90% erkennen. (Fehlerfreie ICs werden stets aléréldkannt.)

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass sich auf einem Wafetdrixhs
25 defekte ICs befinden?

b) Welche Anzahl defekter ICs auf einem Wafer kommt am haufigsten vor?
Welche Anzahlen defekter ICs auf einem Wafer treten mit einer Wanéichkeit
von weniger als 0,5% auf?

c) Wie viele Wafer muss die Maschine mindestens produzieren, daneinerit
Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% wenigstens ein Wafer hochstens 20 defekte
ICs hat?

d) Die zweite Maschine testet alle 200 ICs eines Wafers mit genau 3@edefes.

di) Wie viele defekte ICs werden dabei erwartungsgemald nicht erkannt?
) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau zwei fehlet@aftacht
erkannt werden?

3. Die Fluggesellschaft ,,Broken Wings* weild aus langjahriger Erfahrusg, d@ Prozent
der Passagiere Orangensatft trinken. Alle 240 Sitzplatze an Bord ihreniMasmd
besetzt, und jeder Passagier erhalt genau ein Getrank.

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass jeder Wunsch nach Ordhgeiifia
werden kann, wenn die Maschine 100 Dosen Orangensaft mit sich flhrt?

b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der getrunkeaege®+
safte sich um héchstens 10 vom Erwartungswert unterscheidet?

c) Wie viele Dosen Orangensaft missen mindestens an Bord sein, wenn maemit ei
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% jeden Orangensaftwunsch erfillen will.

4. Der Zulieferer eines Supermarktes garantiert, dass hochstens 2,0%alertgelSchoko-
nikolause gebrochen sind. Man vereinbart eine Reklamation, falls bei emfmmhg von
500 Nikolausen mehr als 15 Exemplare gebrochen sind.

Mit welcher (Hochst-)Wahrscheinlichkeit wird zu Unrecht reklamiert? ==
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Gutes Gelingen! G.R.
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1. a) ZufallsgréRe Y = ,Produkt der Zahlen” y 1] 21 31 4] 6] 9
ZufallsgréBe X =,Antons Reingewinn® | pry = y) 1/7212,112711
X=(Y-4)€ 9/9]/9/9/9 |9

1 36 _ _
E(Y)—§EQ1EL+ 2+ 23+ D4+ 216+ mg_g_ und E(X)=0€
Das Spiel ist also fair.

b) Var(X) = Var((Y -4)€)= Var(Y)(¥ = (E(Y’)- E(Y}) € =
%[@1ﬂ2+2E22+ 23 + D4+ 26+ ﬂ]é) & 7’-‘1%(1—36— % %%2 5

o, =4 Var(X =g €

X, +X,+... +X

nVar(X) _ Var(X)

c) Fur Z=
n

©ogilt E(Z) =0 und Var(2)=

Var(Zz)

Wegen P(| Z- O| < 0’5092 }m

git B| =z ¢< 0,50 90,

Var(Z Var( Z
falls gilt 1—4 >90% <~ 0,105 — (2 - 0,025% var(X)
(0,50 €¥ (0,50€) n

52€ 52
- >

0,025€ > > - n= 231,1... alsona 2.
9[h 9[D, 025

2. a) P( X< 25) = E% (25)= 0,1876Z 18,8  (Tabelle S. 49)

0,15

b) P( X =30) = B(200;0,15;30¥ 0,078’ hat den groRten Wert, 30 defekte ICs

kommen also am haufigsten vor.
Fir eine Anzahlx [0{0,1,...,18}0 {43,44,...,200 an defekten ICs ist die

Wahrscheinlichkeit kleiner als 0,5%. (Tabelle S. 26)

c) P( X< 20) = E% (20)= 0,0254% |

P( wenigstens 1 Wafer hat hochstens 20 defekte) ks

1- P(jeder Wafer hat mindestens 21 defekte IE€s)— 1- (1" p) 9%

In(0,10)  _
In(1-0,02547)
Die Maschine muss also mindestens 90 Wafer produzieren.

10% > (I-pJ = In(0,108 Min(x p) = 89, 2

di)) Es werden durchschnittlicBO[10%= ¢ defekte ICs nicht erkannt.
d) P(Y=2)=B(30;0,10;2 0,22766 22,8 (Tabelle S. 20)



3. a) P( X< 100) = E® (100K q{loo— 240110, 40+ o,?_ [ 100 96 ojs

\/ 24000,4010,60 57.6 )
9(0,59 = 0,72240= 72,2¢

b) P(|X-E(X)| < 10) = (| X- 9= 10) = ﬂp(lo;oésj .
2(9(1,39 - 1= 210,9162+ E 0,83242 83,:

k —96+ 0,

c) P( X< k)= 95% gilt ndherungsweise, falls gildp( —¢ 5} > 0,95

%;60'521,6449 ~ k- 955 1,6449/ 57,6- ¥ 107,9

An Bord mussen mindestens 108 Dosen Orangensaft sein.

4. P® (X>15)=1- P% ( X<15 < + BY X 1§=

p<0,02 = 0,02
5,5

. [15— 500010, 02+ 0,? o1 (p[ ;x 1- (1,7 = + 0,96088

/50000, 020,98 J 9
0,0392= 3,99

Die Reklamation erfolgt mit einer Hochstwahrscheinlichkeit von etwa 3/9% z
Unrecht.



