Definition eines (Zahlen-)Kdrpers

Eine MengeK heil3tKorper, wenn auf K zwei Verknifungen (+ ,Addition” und ,Mul-
tiplikation” ) mit folgenden Eigenschaften definiert sind:
(1) Kist bezuglich der Addition eineommutative Gruppe, d.h.

a) Zwei beliebigen Elementen agb Kist genau ein Element &+ b K zugeordnet.

b) K enthalt eimeutrales Element 0beziglich der Addition,
d.h.firjedes & Kgilt a+0 = a.
c) Zu jedem & K gibt es beziiglich der Addition ieverses Element(-a) , d.h.
a+(-a)=0.
d) Es gilt dasAssoziativgesetzd.h. fur alle a, b, e K gilt
a+(b+c) =(at+tb)+c.
e) Es gilt dasKkommutativgesetz d.h. fur alle a, & K gilt
a+b =Db+a.
(2) Die MengeK\ {0} istbeziglich der Multiplikation eineommutative Gruppe, d.h.
a) Zwei beliebigen Elementen agb K\ {0} ist genau ein Element & b K\{0}

zugeordnet.
b) K\ {0} enthalt einneutrales Element 1bezuglich der Multiplikation,

d.h. firjedes & K\{0} qgit a 1 = a.
c) Zu jedem & K\ {0} gibt es bezuglich der Multiplikation @werses Element
(£),dh. a % )=1.
d) Es gilt dasAssoziativgesetzd.h. fur alle a, b, e K\ {0} qilt
a- (b-c)=(a b) c.
e) Es gilt daskommutativgesetz d.h. fir alle a, l& K\ {0} gilt
a-b=Db a.
(3) Die Addition und die Multiplikation sind durch dBsstributivgesetz miteinander ver-
bunden, d.h. furalle a,bec K gilt -ra (b+c) =a b+ a c.

Hinweis: Aus der Definition folgt, dass fir jedessa K der Ausdruek a O defstiert i
und a 0 = 0 qgilt.

Ein Korper K heiRangeordnet wenn folgende Axiome gelten:
(1) Fduralle a,kE K ist genau eine der drei Relationen richtig:
Entweder a>b oder a=b oder a<b.
(2) Die Ordnung istransitiv, d.h. far a, b, = K qilt:
aus a<b und b<c folgt a<c.
(3) Es qilt dieMonotonie der Addition, d.h. fir a, b, cc K gilt:
aus a<b folgt a+c < b+c.
(4) Es gilt dieMonotonie der Multiplikation , d.h. fur fur a,b,cc K und c¢c>0 gilt:
aus a <b folgt @ ¢c <-b c.

Die rationalen Zahlen Q und diereellen Zahlen R sind nach der oben angegebenen
Definition angeordnete Korper(angeordnete Zahlenkdrper).

Der Korper der reellen Zahlen ist im Gegensatz zum Korper der rationalem Zabla

sogenanntewollstandiger Zahlenkoérper, d.h jede Intervallschachtelung mit reellen Zahlen

als Intervallgrenzen legt eine Zahl fest, die selbst schon aus der Mengelléer Zahlen
stammt.
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