Ubungsaufgaben zur analytischen Geometrie fiir dehK Mathematik * K13

Gibt es unterschiedliche Wege zur Losung der folgenden Aufgaben?
Skizzieren Sie gegebenenfalls alternative Losungsmaoglichkeiten und entscheiden Sie sich fir del
Weg mit dem geringsten Rechenaufwand.

1. Bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden g und h voneinander!

7 2 -2 1
g: X =19 |+a| 5 h: X = 8 |+ 4
0 -1 -2 -1

2. Wo liegen alle Punkte P, fUr die das Volumen der dreiseitigen Pyra&iB@® den Wert
V =6 hat?
Es gelte A(1/2/3), B(4/2/6) und C(2/0/5) .

3. Welche Punkte der Kugel um den Mittelpunkt M(13/6/14) mit dem Radius r =6 haben von
der Geraden g minimalen Abstand? Bestimmen Sie diesen minimalen Abstand!

4. Durch Ek . Xl—kX2+2X3—4:0 mit keR
wird eine Schar von Ebenen angegeben.
a) Beschreiben Sie diese Schar moglichst genau! Begriinden Sie, dass die Schnittmenge aller
Ebenen der Schar eine Geraden g ist. Bestimmen Sie eine Gleichung von g .
b) Gibt es eine Ebene F, die g enthélt aber nicht zur Schar gehort?
c) Gibt es Geraden h, die nkginerEbene der Schar gemeinsame Punkte haben?

5. Aufgaben zum regularen Tetraeder.
(val. FS S. 34)

a) Bestatigen Sie die Formel fir das Volumen
_ V2 .3
V = 17 4

b) Unter welchem Winkel schneiden sich die
Flachen des Tetraeders?

c) Wo liegt der Mittelpunkt der dem Tetraeder
umbeschriebenen Kugel? Wie grol} ist der Radius

d) Wo liegt der Mittelpunkt der dem Tetraeder
einbeschriebenen Kugel? Wie grol3 ist der Radius -

G.R.
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Losungen:

1. Richtung V der kirzesten Verbindung zwischen den Geraden:

2 1 -1
V = 5 | X| 4| = 1
-1 -1 3

Ebene E mitg c E und V ist 2. Richtungsvektor lautet

E : 16X, - 5Xp + 7X3 = 67 = 0 (Beachte: fiz = v x| 5 |)
-1
FuBpunkt F auf h ermitteln:

{Fr}= Enh FR=F=(-3/-2 48

Nun analog Ful3punkt jFauf g ermitteln oder etwas kirzer neue Hilfsgerade k einfiihren:
k: X :I%]+a\7’ ; kng={Fg} ;die Rechnung liefert

Fg=(- 173 | - 526 TR 125 ) mit g = —% , d.h. der gesuchte Abstand d betragt

d—‘Fth =4 /II oder d =l¢l-| V| =& /11

2. Die Punkte A, Bund C legen die Ebene E fest.
6

1 (L [
E:2x1-X2 —2x3+6 =0 (ng = ABXAC =| -3 |)
—6
FIécheninhaltFAABC = ‘%%}E‘ :% und G:V:%FAABC'h => h=4

Die gesuchten Punkte P liegen also in zwei zu E parallelen Ebenen im Abstand h =4, d.h.

El/zi %(le—X2—2X3 +6)i4: 0

Dieses Ergebnis erhalt man auch, wenn man mit V =6 fir die gesuchten Punkig®) (p
ansetzt:

1o 3 0 3
det (AB; AC; AP) ,d.h. £36 = 1 -2 2

(P1=1) (p2-2) (p3—-3)

V=4t

ol

esfolgt +36 = 6p1 - 3p2 —6p3 + 18
und das entspricht gerade den beiden Ebengn .E
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3.
Berechne zuerst
F
12
-
AM = | 4 P
11
FuRpunkt F des Lotes von g A(1/213)
M auf g Uber senkrechte
Projektion berechnen:
3 12
5o 4
ok 4| 11 3 6
AF = -1 5] =110 F(7/12/11
(V 32+52+42)2 4 3 = H )
o, | 0. ) 4
MF =] 6 und‘MF‘:g = MP=6-5-MF=| 4 =
-3 -2

P(9/10/12) und d=PF =9-6 = 3

4.a) ExNE; liefert (1) xo =0 und (2) x; +2x3-4 =0

d.h. jede Ebene der Schar hat die gleiche Spurgerade in xter Bbene (d.i. x=0).
Berechne zwei beliebige Punkte dieser gemeinsamen Spurgeraden, z.B.
P(4/0/0) und Q(0/0/2)

0 2
damit gilt g: X =| 0|+ 4] O
2 -1

b) F:x=0 (die xxs-Ebene)
gehort nicht zur Schar.

(1 0 ! []

ME=|1|=|k|=ng g
0 2

c) alle Geradenh | g mit hc F und h=g haben mit keinem \E einen
gemeinsamen Punkt.
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5.a)
E und G halbieren die jeweiligen D
Kanten.

Elementargeometrische Berechnunge!
liefern:

A_G:ﬁzzﬁ;:%\/?a

AT::_F:%\/?aund A C
ﬁ::%:%/@a E
G
-~ - 1
h=DF = 3/6 a B

Damit FABC = %am = %ﬁaz

und V = %FABC'h = %ag’

b)
Der gesuchte Winkeg entspricht dem Winkel DGA , d.h.

cosag = [F):(é = % = q ~ 70,529°
umstandlicher ist es, wenn man das Tetraeder in ein Koordinatensystem eintragt:
A(0/0/0); C(0/al0); B(3/3al5al0); D(%/3al3al5/6a) und nun

die Normalenvektoren der Ebené&{A,C,D) und F(A,B,D) ermittelt.
Der Winkel zwischen diesen Normalenvektoren entspricht dem Wignkel
-2/6 2
Es gilt %lf; =% 0 und fir = -2./3
J3 J2

c) und d) l6st maelemtargeometrisch
Wegen der Symmetrie liegen beide Mittel-
punkte aufDF].

"Umkugel" mit Radius R und
Mittelpunkt M, :

D D

R2=(h-R)2+FB"
daraus folgt R %Ea

"Inkugel" mit Mittelpunkt M; und r
Radius r: — =

r2 + (DG - FG)? = (DF -r)?

_ 1
d.h.r—zﬁa

G.R.



